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$[]\triangleright$ - Von Neumann regular ring (
) . $[\mathrm{S}90]$ $\text{ ^{}\backslash }-\backslash []\triangleright$
. $[\mathrm{S}95,\mathrm{S}\mathrm{a}96,\mathrm{S}\mathrm{b}96,\mathrm{s}97]$
. Von Neumann regular ring
$([\mathrm{S}9?])$ . Von Neumann regular ring
. 2
$[\mathrm{S}\mathrm{W}75]$ . 3 $[\mathrm{W}89]$ (
) $[\mathrm{S}88, \mathrm{S}90]$ . 4
.
.
2. Von Neumann regular ring
$R$ Von Neumann regular ring
.
$\forall a\in R\exists b\in Ra^{2}b=a$
$b$ $ab$ $ab^{2}$ $a^{*}\text{ }a^{-}1$ .
$aa^{*}=a,$ $aa^{-1}=a^{*}$ $(a^{*})^{2}=a^{*}$ .
Von Neumann regular ring
.
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$\{x\in R|x^{2}=x\}$ $a_{\text{ }}b$ $\neg a=1-a\text{ }a\wedge b=ab$ $\neg$























$\alpha_{\text{ }}\beta_{\text{ }}\gamma$ $R$
$a_{\text{ }}b_{\text{ }}c$ $f_{\text{ }}g_{\text{ }}h$ .
1 $f$ lt(f) lC(f)
$lc(f)lt(f)$ $lm(f)\text{ }f-lm(f)$ $rm(f)$ .
31
f=a\alpha +g( $lm(f)=a\alpha$ ) $f$ $arrow f$
.
$b\alpha\beta+harrow_{f}b\alpha\beta+h-ba^{-1}\beta(a\alpha+g)$ ( $ab\neq 0$)
31
$R=\mathrm{Q}^{2}$ $a=(2,0)_{\text{ }}b=(3,2)$ . $ab=(6,0)\neq 0_{\text{ }}a^{-1}=(1/2,0)$
$(3, 2)\alpha\beta+harrow f(3,2)\alpha\beta+h-(3,2)(1/2,0)\beta((2, \mathrm{o})\alpha+g)=(\mathrm{o}, 2)\alpha\beta+h-(3/2,0)\beta g$
$a^{-1}$ $a$ $0$ .
41
$0$
. $a^{*}$ $a$ $0$
1 .
Buchberger
. $F$ $arrow F$
$rightarrow F*$ $(F)$ – Von
Neumann regular ring – .
32
$R$ $R[X]$ $F=\{(1, \mathrm{O})X+(\mathrm{O}, 1)\}$ $(0,1)=$
$(0,1)((1, \mathrm{O})X+(\mathrm{O}, 1))$ $(0,1)\equiv 0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (F)$ . $(0,1)rightarrow F0*$ .
$F$ – .
32
$f$ $(lc(f))^{*}f=f$ $f$ “– . $(lc(f))^{*}f$ $f$
$i\triangleright$ $bc(f)$ .( $\text{ ^{}\backslash }-\backslash j\triangleright$ $\text{ ^{}\backslash }-\backslash []\triangleright$ )
3.1
F. “– $rightarrow F*$ $(F)$
– .
$lm(f)=lm(b_{C}(f))$ $F$ $(F)=(H)$
“- $H$ . $H$ –




. $rightarrow c*$ $(G)$ – .
.
$arrow G$ . $f_{\text{ }}g$
$f\equiv g\Leftrightarrow f\downarrow c=g\iota_{G}$ .
34
$f=a\alpha\gamma+f’\text{ }g=b\beta\gamma+g’$ ( $lm(f)=a\alpha\gamma\text{ }lm(g)=b\beta\gamma\text{ }GCD(\alpha,$ $\beta)=1$ )
$b\beta f-a\alpha g=b\beta f’-a\alpha g^{;}$ $f$ $g$





$G$ $\Leftrightarrow G$ $f_{\text{ }}g$ $SP(f, g)arrow c*\mathrm{o}$
( $G$ “ $-j\triangleright$ .
)





$lc(f)=(lc(f))^{*}$ $lc(f)$ $0$ 1 $f$
.
$f$ . $lc(f)^{-}1f$ $f$ “ $-[]\triangleright$
$(f)=(lc(f)^{-}1f)$ .
3.3
3.1 “–j $f=(2, \mathrm{O})X+(3,0)$ $lc(f)^{-}1f=(1, \mathrm{O})x+$
$(3/2,0)$ . $lc(f)^{-}1f=(1/2,0)f_{\text{ }}(2,0)\iota_{C}(f)^{-1}f=f$ $(f)=(lc(f)^{-}1f)$
36
$G$ $G$ $f$ $G$
$G$ .
3.3








$G$ $G’$ – .
3.4
$G=\{(1, \mathrm{O})x+(2,0), (0,1)X+(\mathrm{O}, 2)\}$ .
( ) $\{(1,1)X+(2,2)\}$ .
43
$R$ $K_{i^{\text{ }}}$ $i\in S$
$\prod_{i\in S}K_{i}$
. $R$ $f$ $f$
$r$ $r(i)$ K $f_{i}$ . $R$




. $S$ $i$ $G_{i}$ .
35






$(1, 1, 0,0,1,1)xY+(1,2,0,0,5,5)x+(1,2,0,0, \mathrm{o}, 11)$
$(1, 1, 0,0,1,1)X^{2}+(1,1,0,0,0,10)X+(1,1,0,0,3,9)Y+(1,1,0,0,4, \mathrm{o})$
$(1, 1, 1, 0,1,1)Y^{2}+(1,1,0,0,0,6)X+(0,0,4,0,10,5)Y+(0,0,3,0,3,8)$
$(0,0,1, \mathrm{o}, \mathrm{o}, \mathrm{O})X+(\mathrm{O}, 0,3, \mathrm{o}, \mathrm{o}, \mathrm{o})Y+(\mathrm{O}, 0,2, \mathrm{o}, 0, \mathrm{o})$
$(0,0, \mathrm{o}, 1, \mathrm{o}, 0)$
.
4.





. $G$ $f$ $rm(f)$ $arrow c$ .
.: $G$ –
















































$[\mathrm{s}\mathrm{l}0,\mathrm{s}2,$ $\mathrm{s}7,$ $\mathrm{S}8,$ $\mathrm{s}91*\mathrm{x}9=0$
$[\mathrm{s}\mathrm{l}0,\mathrm{s}2,\mathrm{S}7,\mathrm{S}8,\mathrm{S}9]*\mathrm{x}8=0$
$[\mathrm{s}10, \mathrm{s}7, \mathrm{s}8, \mathrm{s}9]*_{\mathrm{X}7}=0$
$[\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{o}, \mathrm{s}7, \mathrm{s}8,\mathrm{s}9]*_{\mathrm{X}6}=0$
$[_{\mathrm{S}2*}\mathrm{x}5]=$ [s2]
$[\mathrm{s}\mathrm{l}, \mathrm{S}2, \mathrm{s}3,\mathrm{S}6, \mathrm{s}\tau, \mathrm{s}8]*\mathrm{X}4=0$
$[\mathrm{s}\mathrm{l},\mathrm{s}2,\mathrm{S}3,$ $\mathrm{S}6,\mathrm{S}7,$ $\mathrm{s}81*\mathrm{x}3=0$
$[\mathrm{s}1, \mathrm{S}2, \mathrm{s}3, \mathrm{s}4, \mathrm{S}5,\mathrm{s}6]*_{\mathrm{X}}2=0$
$[\mathrm{s}\mathrm{l},$ $\mathrm{S}2,$ $\mathrm{S}3,$ $\mathrm{s}4,$ $\mathrm{S}5,\mathrm{s}61*\mathrm{X}\mathrm{l}=0$
$\sim[\mathrm{s}10$ s2 s7 , $\mathrm{s}8,\mathrm{s}91*\mathrm{X}8*\mathrm{X}9=0$
$\sim$ [ $\mathrm{s}10$ s2 s7 , $\mathrm{s}8,\mathrm{s}9$ ] $*\mathrm{X}7*\mathrm{x}9=0$
$\sim[\mathrm{s}10$ s2 s7 , $\mathrm{S}\mathfrak{Z},\mathrm{s}91*_{\mathrm{x}}7*_{\mathrm{X}8}=0$
$\sim$ [ $\mathrm{s}10$ s2 s7 , $\mathrm{s}8,\mathrm{s}9$ ] $*\mathrm{x}6*\mathrm{X}9=0$
$\sim$ [ $\mathrm{s}10$ s2 s7 , $\mathrm{s}8,\mathrm{s}9$ ] $*\mathrm{x}6*\mathrm{X}8=0$
$\sim$ [ $\mathrm{s}10$ s7 s8 , $\mathrm{s}9$] $*\mathrm{x}6*\mathrm{x}7=0$
$\sim$ [ $\mathrm{s}1,\mathrm{S}10$ s2 , $\mathrm{s}3,\mathrm{s}6,\mathrm{s}7,\mathrm{S}8,\mathrm{s}9$] $*\mathrm{x}4*\mathrm{X}7=0$
$\sim$ [ $\mathrm{s}1$ s10 s2 , $\mathrm{s}3,\mathrm{s}6,\mathrm{s}7,\mathrm{S}8,\mathrm{S}9$] $*\mathrm{x}4*_{\mathrm{X}}6=0$
$\sim$ [ $\mathrm{s}1$ s10 s2 , $\mathrm{s}3,\mathrm{s}6,\mathrm{s}7,\mathrm{S}8,\mathrm{S}9$] $*\mathrm{x}3*\mathrm{x}7=0$












$\sim$ [ $\mathrm{s}1$ s2 s3 , $\mathrm{s}4,\mathrm{s}5,\mathrm{S}6,\mathrm{S}7,\mathrm{S}8$] $*\mathrm{x}\mathrm{l}*\mathrm{x}4=0$
$\sim$ [ $\mathrm{s}1$ s2 s3 , $\mathrm{s}4,\mathrm{s}5,\mathrm{s}6,\mathrm{s}7,\mathrm{S}8$] $*\mathrm{x}\mathrm{l}*\mathrm{X}\mathrm{s}=0$
$\sim$ [ $\mathrm{s}1$ s2 s3 , $\mathrm{s}4,\mathrm{s}5,\mathrm{s}6$ ] $*\mathrm{x}\mathrm{l}*\mathrm{x}2=0$
[s10 s2 s7 , $\mathrm{s}8,\mathrm{s}91*\mathrm{x}9=0$
[s10 s2 s7 , $\mathrm{s}8,$ $\mathrm{s}9$] $*\mathrm{x}8=0$
$[_{\mathrm{S}\mathrm{l}\mathrm{o},\mathrm{S}}7,\mathrm{s}8 ,\mathrm{S}9]*_{\mathrm{x}7}=0$







3.5 Von Neumann regular ring
46
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